Capitulo 5.

- Se a variavel aleatoria X tem distribuicdo uniforme discreta em n pontos, o
conjunto Dy pode ser uma infinidade numeravel. Comente, justificando
convenientemente.

- Defina prova de Bernoulli e dé um exemplo de uma. Defina uma variavel
aleatdria para o seu exemplo e determine a respectiva funcao probabilidade.

- Defina uma variavel aleatoria cuja distribuicdo possa ser bem representada
por uma distribuicdo de Bernoulli, fornecendo toda a informacgéo necessaria
para que a variavel possa ser identificada como tendo uma distribuicdo de
Bernoulli. Qual a respectiva funcéo de probabilidade.

- Dé um exemplo de uma prova de Bernoulli. Defina a variavel aleatoria
associada e o conjunto Dy. Determine o valor esperado da variavel definida.

- Se X tiver uma distribuicdo de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual
a f.Prove que Var(X) =6(1 —6).

- Seja A o acontecimento definido como sucesso numa prova de Bernoulli e 8 a
probabilidade de ocorréncia de A. Considere uma sucessdo de n provas de
Bernoulli independentes. Escreva a expressdo que permite calcular a
probabilidade de nas n provas se obterem x sucessos € n — x inSucessos.

- Considere uma sucessdo de 25 provas de Bernoulli independentes e X a variavel

aleatdria que representa o numero de sucessos nas 25 provas. Se E(X) = 2.5, qual
a probabilidade de sucesso em cada prova? Justifique.

- Considere uma sucessao de 10 provas de Bernoulli independentes
E seja X a variavel aleatdria que representa o nimero de sucessos nas 10
provas. Se Var(X) = 2.5, qual a probabilidade de sucesso em cada prova? Justifique.

- Considere uma sucessao de 100 provas de Bernoulli independentes.
Seja X a variavel aleatéria que representa 0 numero de sucessos nas 100 provas. Se
E(X) = 10, qual a variancia da variavel aleatéria X? Justifique.



Seja X a variavel aleatOria que representa 0 nimero de sucessos em n provas
de Bernoulli independentes e 8 a probabilidade de sucesso. Qual a distribuigédo
do niimero de insucessos nessa sucessdo de n provas. Defina os respectivos
parametros.

Considere duas sucessdes de 25 provas de Bernoulli independentese X e Y as
variaveis aleatorias que representam o numero de sucessos em cada uma das
sucessdes e tais que E(X) = 2.5 e E(Y) = 10. Entdo o nUmero de sucessos
nas 50 provas tem distribuicdo B(50, 0.5). Diga, justificando se a afirmacao

¢ verdadeira ou falsa.

Identifique as condi¢Oes que permitem definir um processo de contagem
como um processo de Poisson.

Dé um exemplo de processo de contagem que possa ser definido como
processo de Poisson. Defina a variavel aleatdria associada referindo toda a
informacéo necessaria a identificacdo da distribuicdo da variavel.

Sejam X; e X, o numero de ocorréncias de um processo de Poisson com ritmos
médios, por hora, 1; = A, = A, respectivamente nos intervalos At; = (0; 2]
e At, = (2;4],entdo X; + X,~Po( 21). Diga, justificando se a afirmacéo ¢
verdadeira ou falsa.

Sejam X; e X, o numero de ocorréncias de um processo de Poisson com ritmos
médios, por hora, 44, A,, respectivamente nos intervalos At; = (0; 3] e At, =
(2;5],entdo X; + X,~Po( A,+A,,). Diga, justificando se a afirmacdo é
verdadeira ou falsa.

Sejam X; e X, o nimero de ocorréncias de um processo de Poisson com ritmo
médio A, por hora, respectivamente nos intervalos At; = (0;5] e At, =
(3; 7], entdo X; e X, sdo variaveis aleatorias independentes. Diga, justificando

se a afirmacdo é verdadeira ou falsa.



- Sejam X; e X, o nimero de ocorréncias de um processo de Poisson com
ritmo médio A, por hora, respectivamente nos intervalos At, e At,. Qual a
condicdo que os intervalos tém de verificar para garantir a independéncia de

X, e X,? Justifique.

- Descreva situacdes tipicas de aplicabilidade da distribuicdo de Poisson.

- Quando se deve utilizar a distribuigdo de Poisson?
Ser4 aconselhavel utilizar a distribuicdo de Poisson para probabilidades

Binomial quando a probabilidade de sucesso é superior a 0.1? Justifique a sua
resposta.
- Sera aconselhavel utilizar a distribuicdo de Poisson para probabilidades

Binomial quando a probabilidade de sucesso € superior a 0.9?

- Como varia a qualidade da aproximacdo da Binomial a Poisson com o nimero
de provas de Bernoulli e a probabilidade de sucesso? Justifique

- Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo Binomial de

parametros n = 1000 e & = 0.35. Seria adequado usar a distribuicdo de Poisson
para calcular a probabilidade de a variavel assumir valores superiores a 350?
Justifigue convenientemente.
- Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo Binomial de
parametrosn = 5 e 8 = 0.001. Seria adequado usar a distribui¢cdo de Poisson
para calcular probabilidades para a variavel aleatéria X? Justifique.
- Seja X uma variavel aleatdria com distribuicdo Binomial de
parametros n = 500 e & = 0.001. Seria adequado usar a distribuicdo de Poisson

para calcular a probabilidade de a variavel assumir valores superiores a 350?

- Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo Uniforme num intervalo

(—a, a) c R. Determine o valor esperado da varidvel aleatéria X.



- Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo Uniforme num intervalo (0,1) c

R. Sabendo a funcao densidade, determine a respetiva fungao distribuicao.

-Se X~U(0,1)e 0 <a < b < 1mostre que P(X < alX < b) = a/b. Justifique

devidamente.
-Se X~U(0,1)e 0 < a < b < 1 mostre que
P(X > b|X >a) =(1—-b)/(1— a).Justifique devidamente.

-Se X~U(a,a + 1) com a € R, mostre que o 1° quartil da distribuicdo de X é
$o7s = 3/4 +a.

-Se X~U(a,a + 1) com a € R, mostre que o 1° quartil da distribuicdo de X é
$o25s = 1/4+a.

-Se X~U(a,a + 1) com a € R, mostre que a mediana da distribuicdo de X ¢

Ue =1/2 + a.

-Se X~U(0,2a) com a € R, prove que que a mediana da distribuicdo de X é

o5 = a.

-Se X~U(—a,a) com a € R, prove que a mediana da distribuicdo de X é u, = 0.

-Se X~U(—a,a) coma € R, prove que o0 1° quartil da distribuicdo de X € &, ,< =
—a/2.

-Se X~U(—a,a) com a € R, prove que o 3° quartil da distribuicdo de X € &, .5 =
a/2.

-Se X~U(0,a) com a € R, mostre que o 1° Quartil da distribuicdo de X € &;,s =
a/4.



- Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (a,a + 4) com a € R, mostre que a
probabilidade de qualquer sub-intervalo (a, x) nele contido € igual a um quarto da

respectiva amplitude. Justifique todos os passos.

- Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (a,a + 2) com a € R, mostre que a
probabilidade de qualquer sub-intervalo (a, x) nele contido € igual a metade da

respectiva amplitude. Justifique todos 0s passos.
- O que significa a transformacéo uniformizante?

- Seja X uma variavel aleatdria continua com funcéo distribuicdo estritamente
crescente no intervalo (a, b). Encontre a distribuicdo da variavel aleatoria Y =

Fyx(X). Qual a distribuicéo da variavel aleatoria Y.

- Em que consiste 0 processo de estandardizacédo da distribuicdo normal? Explique

O Processo.

-Se X~N(u,02), mostre que a P(u — o < X < u + o) € independente dos

valoresde u e o.

- Se X~N(1,1) mostre que para qualquer constante ¢ se tem que cX~N(c, c¢?).
- Seja X~N(0,52). Mostre que P(X > o) < 1/2. Justifique devidamente.

- Seja X~N (0, 52). Indique, justificando, a distribuicdo da variavel aleatéria

Y = —X e o valor dos respectivos parametros.

-Se X;~N(u,0%), i=1,2,---,n, sdo variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas, mostre, justificando, qual a distribui¢do da variavel Y =

n
i, a;X; com q; constantes.



- Se Xi~N(ui, aiz) i =1,2,--,n, sdo variaveis aleatdrias independentes, mostre
justificando qual a média e variancia da varidvel Y =}, a;X; com q;

constantes.

-Se X;~N(0,1) i=1,2,---,n, varidveis aleatdrias independentes mostre

justificando qual a média da variavel Y = ¥, X7,

- Se Xi~N(ui, aiz) i=1,2,---,n, sdo variaveis aleatorias independentes mostre

justificando qual a média e variancia da variavel Y = Y1, X;.

- Se X~N(0,1) qual a distribuicdo da variavel aleatoria Y = a + bX. Nao esquecer

de mencionar os respectivos parametros..

-Se X~N(u,0?), o valor x: P(X < x) = 0.3 é superior ou inferior a média da
variavel aleatéria X? Justifique. [Pode usar um grafico para apoiar a sua

justificacéo]

-Se X~N(u,c?), o valor x: P(X > x) = 0.3 é superior ou inferior & média da
variavel aleatdria X? Justifique. [Pode usar um grafico para apoiar a sua
justificacéo]

-Se X~N(0,1), o valor x: P(X > x) = 0.3 € positivo ou negativo ? Justifique.

[Pode usar um gréfico para apoiar a sua justificacao]

-Se X~N(0,1), o valor x: P(X < x) = 0.3 € positivo ou negativo ? Justifique.

[Pode usar um gréfico para apoiar a sua justificacao].

-Se X~N(u,0?), ovalor x: P(X > x) = 0.8 é superior ou inferior a média da
variavel aleatdria X? Justifique. [Pode usar um grafico para apoiar a sua

justificacéo]



-Se X~N(u,0?), ovalor x: P(X < x) = 0.8 é superior ou inferior a média da

variavel aleatdria X? Justifique.

-Se X~N(0,1), o valor x: P(X = x) = 0.8 é positivo ou negativo ?

-Se X~N(0,1), o valor x: P(X < x) = 0.8 é positivo ou negativo ?

-Se Z~N(0,1)e P(Z <z) =k, determinea P(—z < Z < z).

-Se X~N(u,0)e P(u—x<X<u+x)=0.8 qualovalorda P(X = u + x).

-Se X~N(u,0%)e P(u—x<X<pu+x)=0.8 qualovalorda P(X < u — x).

-Se X~N(u,0%)e P(u—x <X <pu+x)=0.5 qual ovalordo 1° Quartil da
distribuicdo da varidvel aleatéria X. Justifique.

-Se X~N(u,0%)e P(u—x <X <pu+x)=0.5 qual ovalordo 3°Quartil da
distribuicdo da varidvel aleatéria X.

-Se Z~N(0,1) mostreque P(Z<z)=1-P(Z < —z).

- Explique a relagéo entre o processo aleatdrio de Poisson e a distribuicdo

Exponencial?

- Explique a relagéo entre o processo aleatdrio de Poisson e a distribuicdo Gama(n, 1),
n c N.
- Explique a relacéo entre a distribuicdo Exponencial e a distribuicdo Gama.
- Dé dois exemplos de fendmenos que podem ser bem representados por uma

distribuicdo Gama.

- Qual a distribuicdo da soma de n varidveis aleatorias com distribuicdo Gama,

independentes mas ndo identicamente distribuidas.

- Qual a distribuicdo de uma soma de k variaveis aleatorias independentes com

distribuicdo Exponencial? Justifique.



- Se um processo de Poisson tem taxa média igual a A por unidade de tempo,

mostre que o tempo médio de espera pela 82 ocorréncia € 8/A.

- Seja um processo de Poisson com intensidade igual a A por unidade de tempo,
indique, justificando, a distribuicdo do tempo de espera pela 52 ocorréncia e

respectivos parametros.

- Seja um processo de Poisson com intensidade igual a A por unidade de tempo, indique,
justificando, a distribuicdo do tempo de espera entre a 42 e a 5% ocorréncia e respectivo
parametro.

- Se X é v.a. que representa o tempo de espera pela m-ésima ocorréncia de um
processo de Poisson com taxa média A, por unidade de tempo, explique o processo
de célculoda P(X > x).

- Seja X v.a. que representa o0 nimero de ocorréncias num processo de Poisson
com taxa media A, por unidade de tempo, e Y o tempo de espera pela 32

ocorréncia. Indique, justificando, a distribui¢do da variavel Y e a respectiva média.

- Seja X v.a. que representa o0 nimero de ocorréncias hum processo de Poisson com

taxa média A, por unidade de tempo, e Y o tempo de espera entre a 5% ocorréncia e

a 10° ocorréncias. indique, justificando, a distribuicdo da variavel Y e a respetiva

média.

-Se X;~N(1,1) e X,~N(2,1), e X;, X, sdo variaveis aleatorias independentes. Indigue,
justificando, qual a distribuigéo de (X; — 1) + (X, — 2).

- Se X;~N(1,1) , mostre, justificando devidamente, que (X; — 1)2~X(21)-

-Se X; (i = 1;---,n) sdo variaveis aleatdrias independentes com distribuicdo normal
estandardizada, indique, justificando convenientemente, a distribuicdo da variavel

aleatéria Y1, X7.



-Se X; (i = 1;---,n) sdo variaveis aleatorias i.i.d. com média e variancia finitas,
indique, justificando convenientemente, em que condicdes é possivel obter a

distribuicéo aproximada da variavel aleatoria )i, X; .



